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Süsteemide üldised omadused
● Juhitavus ● Jälgitavus ● Stabiilsus

1. Juhitavus ja jälgitavus iseloomustavad süsteemi 
struktuuri;

2. Juhtimissüsteemi loomiseks peab juhitav süsteem 
olema täielikult juhitav;

3. Jälgimissüsteemi loomiseks peab jälgitav süsteem 
olema täielikult jälgitav;

4. Stabiilsus iseloomustab süsteemi käitumist;

5. Juhtimis- ja jälgimissüsteemid oma funktsiooni 
täitmiseks peavad olema stabiilsed süsteemid.



Süsteemi stabiilsus (1)
1. Süsteemi käitumist iseloomustavad olekuvektori 
koordinaatide muutumine ( olekutrajektoorid) ja väljund-
vektori koordinaatide muutumine;

2. Süsteemi käitumise uurimine seondub reaktsioonide 
arvutamisega;

3. Üldjuhul süsteemi reaktsioon koosneb vabaliikumisest 
(on määratud süsteemi algolekuga) ja sundliikumisest (on 
määratud sisenditesse antud signaalidega);

4. Praktikas on olulised nii süsteemi vabaliikumine kui ka 
sundliikumine; 



Süsteemi stabiilsus (2)
5. Meie stabiilsuse probleemi vaatlemisel lähtume 
Ljapunovi stabiilsusteooriast. 

6. Aleksandr Ljapunov (1857-1918) oma doktoriväitekirjas 
1892.aastal pakkus välja stabiilsuse mõiste ja esitas 
mittelineaarsete süsteemide stabiilsuse uurimise 
tulemused (sh 2 meetodit stabiilsuse määramiseks).

7. Ljapunovi stabiilsuse mõiste aluseks on häirituse 
põhimõte ( perturbatsiooniprintsiip) ja häiritud 
liikumistrajektoori omaduste analüüs.

8. Sõltuvalt rakendusest analüüsitakse kas tasakaaluoleku 
või vabaliikumise stabiilsust.

NB! Tasakaaluolek on nulline vabaliikumine.



Ljapunovi stabiilsus – definitsioonid 
Olgu mittelineaarne dünaamiline süsteem antud kujul

maatrikskujul

kus  x(t)  nx1 olekuvektor,
f     nx1 mittelineaarne vektorfunktsioon.

– mitteautonoomne süsteem

– autonoomne süsteem
n – süsteemi järk, x(t) – olekutrajektoor
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Tasakaaluolekud (equilibrium states) on olekud, mille 
puhul kõik olekumuutujad rahuldavad tingimusi

.0)( =tx!

Tähistame tasakaaluoleku – xe.

Olgu xe isoleeritud tasakaaluolek st. tema ümbruses 
teisi tasakaaluolekuid ei ole.

Tasakaaluolek xe on stabiilne parajasti siis, kui iga 
algoleku x0 puhul, mis asub xe ümbruses, lahend x [ x0,t ] 
on xe ümbruses.



Definitsioon 1
Tasakaaluolek xe on stabiilne, kui iga R>0 jaoks leidub r>0 
selline, et ||x(t0)-xe || < r, siis ||x[x(t0),t]-xe || < R kõikide t ≥ t0 puhul.
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1 – stabiilne
2 – asümptootiliselt stabiilne
3 - mittestabiilne

Definitsiooni 1 võib kirjutada teisiti:
1) xe - stabiilne

[ ] RxttxxttrxtxrR ee <-³"Þ<->$>" ),(,)(,0,0 000

2) xe - stabiilne
[ ] Rr SttxxttStxrR Î³"ÞÎ>$>" ),(,)(,0,0 000



Definitsioon 2
Tasakaaluolek xe on asümptootiliselt stabiilne, kui

1) xe on stabiilne

[ ] .0),(,)(,0 00 ®-¥®Þ<->$ ee xttxxtrxtxr2)

Definitsioon 3
Kui tasakaaluoleku stabiilsus (või asümptootiline stabiilsus) 
kehtib kõikide algolekute puhul, siis on tasakaaluolek 
globaalselt (ehk suure signaali mõttes) stabiilne (või 
asümptootiliselt stabiilne).



Kommentaarid:

Üldjuhul r(R,t0). Kui r ei sõltu t0-st, siis räägitakse ühtlasest stabiilsusest 
või ühtlasest asümptootilisest stabiilsusest.

Mida sisuliselt tähendavad need erinevad tasakaaluoleku stabiilsuse 
definitsioonid?

1) Tasakaaluolek xe on stabiilne (definitsioon 1) tähendab, et  
mittelineaarse süsteemi olekutrajektoor x[x(t0),t0;t] on tasakaaluoleku 
läheduses või mitte kaugel sellest.

2) Asümptootiline stabiilsus (definitsioon 2) tähendab seda, et 
olekutrajektoor läheneb tasakaaluolekule t→∞ (või suundub 
tasakaaluolekusse).

3) Ühtlane asümptootiline stabiilsus tähendab aga seda, et 
olekutrajektoor suundub tasakaaluolekusse lõpliku aja vältel.



Stabiilsuse analüüs mittelineaarsetes süsteemides-
Ljapunovi meetodid (1)

1. Mittelineaarsetes süsteemides stabiilsus on lahendi 
(liikumistrajektoori) omadus. 

2. Stabiilsuse analüüsiks mittelineaarsetes süsteemides 
töötas Ljapunov välja 2 meetodit:

● Kaudne meetod (ehk lineariseerimise meetod);

● Otsene meetod.

3. Lineariseerimise meetodi puhul mittelineaarse süsteemi 
algolekust lähtuva lahendi (liikumistrajektoori) stabiilsust 
analüüsitakse lineariseeritud süsteemi alusel.



Stabiilsuse analüüs mittelineaarsetes 
süsteemides- Ljapunovi meetodid (2)

4. Lineariseerimise meetod põhineb praktikast tuleneval 
seisukohal, et reaalsed süsteemid üldjuhul praktikas 
töötavad teatud etteantud töörežiimil ja suured 
kõrvalekalded töörežiimist on võimalikud ainult 
erijuhtudel (avarii olukordades). 

5. Otsese meetodi puhul mittelineaarse süsteemi 
algolekust lähtuva lahendi (liikumistrajektoori) stabiilsust 
analüüsitakse spetsiaalselt selleks moodustatud 
funktsiooni ( Ljapunovi funktsiooni) alusel. 

6. Ljapunovi otsene on leidnud laialdast kasutamist 
mittelineaarsete süsteemide projekteerimisel (sh  
adaptiivsüsteemide arenduses).



Ljapunovi kaudne (lineariseerimise) meetod
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x(t) – nx1,  u(t) – rx1,  y(t) – mx1,  f [x(t),u(t)] ja  g[x(t),u(t)] on 
diferentseeruvad x ning u järgi.
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Kokkuvõte lineariseerimisest
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Ljapunovi kaudne (lineariseerimise) meetod seostab 
mittelineaarseid ja lineaarseid süsteeme.



Teoreem 1
Ljapunovi esimene (lineariseerimise) meetod

1. Lineariseeritud süsteem on stabiilne, kui maatriksi A  
omaväärtused asuvad s tasandil vasakus pooltasandis. Tegeliku 
mittelineaarse süsteemi tasakaaluolek on asümptootiliselt stabiilne.

2. Lineariseeritud süsteem on mittestabiilne, kui vähemalt üks A 
omaväärtustest asub s tasandil paremas pooltasandis. Tegeliku 
mittelineaarse süsteemi tasakaaluolek on mittestabiilne.

3. Lineariseeritud süsteem on neutraalselt stabiilne, kui vähemalt 
üks A omaväärtustest asub s tasandi iω teljel. Tegeliku mittelineaarse 
süsteemi tasakaaluolek võib olla stabiilne, asümptootiliselt stabiilne või 
mittestabiilne.



Teoreemist 1 tulenevad järeldused lineaarsete 
süsteemide stabiilsuse kohta

1. Lineaarne diskreetaja süsteem on stabiilne parajasti siis, kui   
olekumudeli  maatriksi        omaväärtused asuvad z tasandil 
ühikringis ja ühikringil asuvad omaväärtused ei ole kordsed.

2. Lineaarne pidevaja süsteem on stabiilne parajasti siis, kui 
olekumudeli A maatriksi omaväärtused asuvad s tasandil vasakus 
pooltasandis ja imaginaarteljel iω asuvad omaväärtused  ei ole 
kordsed.

3. Lineaarsetes süsteemides stabiilsus on süsteemi omadus.

4. Kui lineaarse süsteemi kohta on antud olekumudel ja 
ülekandemudel, siis stabiilsuse määramisel tuleks lähtuda 
olekumudeli omaväärtustest.

NB1! Ülekandemudel kirjeldab ainult lineaarse süsteemi täielikult 
juhitavat ja jälgitavat osa (alamsüsteemi). 

NB2! Ülekandefunktsioonides ja ülekandemaatriksites tuleks 
hoiduda mittestabiilsete pooluste välja taandamisest.
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Ljapunovi otsene meetod
Stabiilsuse määramiseks ei ole vaja leida analüüsitava mittelineaarse 
süsteemi lahendit. Ljapunovi otsene meetod põhineb teatud omadustega 
skalaarse funktsiooni  v [x(t), t]  konstrueerimisel ja analüüsil.

Teoreem 2
Mittelineaarse mitteautonoomse süsteemi
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tasakaaluolek (xe=0) on ühtlaselt asümptootiliselt stabiilne suure signaali 
mõttes parajasti siis, kui eksisteerib skalaarne funktsioon                  
pidevate osatuletistega x ja t suhtes, et                    ning on täidetud 
tingimused:

[ ]ttx ),(Ú(A) on positiivselt määratud;

(B) [ ]ttx ),(Ú on ülalt tõkestatud;
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(C) [ ]ttx ),(Ú! on negatiivselt määratud;

(D) [ ] ,),( ¥®Ú ttx kui .)( ¥®tx

[ ]ttx ),(ÚNB! - Ljapunovi funktsioon

Märkused:

1) Kui [ ]ttx ),(Ú! on negatiivselt poolmääratud ja täidetud veel 
tingimus (A), siis tasakaaluolek on stabiilne;

2) Kui [ ]ttx ),(Ú! on negatiivselt poolmääratud ja täidetud tingimused 
(A) ning (B), siis on tasakaaluolek ühtlaselt stabiilne;

Teoreem 3
Mittelineaarse autonoomse süsteemi
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tasakaaluolek (xe=0) on ühtlaselt asümptootiliselt stabiilne suure signaali 
mõttes parajasti siis, kui eksisteerib selline skalaarne funktsioon                  
(tähistame lihtsalt           ) pidevate osatuletistega x ja t suhtes, nii et              
ning on täidetud järgmised tingimused:
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st. on positiivselt määratud
st. on negatiivselt määratud

Teoreem 4
Lineaarse statsionaarse süsteemi

)()( tAxtx =!
tasakaaluolek x=0 on asümptootiliselt stabiilne parajasti siis, kui iga 
antud sümmeetrilise positiivselt määratud maatriksi Q puhul eksisteerib 
sümmeetriline positiivselt määratud maatriksi P, mis on võrrandi

AP+PA=-Q
üheseks lahendiks.



Ühest probleemist seonduvalt Ljapunovi otsese meetodi 
kasutamisega:

1. Puudub formaalne algoritm Ljapunovi funktsiooni 
moodustamiseks;

2. Teadusartiklitest ei ole teada ühtegi praktilist ülesannet, 
mille puhul ei ole õnnestunud Ljapunovi funktsiooni 
koostada.



Juht-
arvuti Süsteem

JUHITAVUS
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Juhitavus (definitsioon)

Süsteem (A,B) on täielikult juhitav parajasti siis, kui on võimalik leida 
selline juhttoime  u(t), mis viib süsteemi algolekust x(0) suvaliselt valitud 
lõppolekusse x(T) etteantud aja T>0 jooksul.

Juhitavus, jälgitavus



Juhitavuse kriteeriumid

1. Pidevaja süsteem (A,B) on täielikult juhitav, kui maatriksi

[ ]BABAABBQ n
C

12 ,,,, -= !

astak on n, kus n = dim[x(t)].

2. Diskreetaja süsteem (Φ, Γ) on täielikult juhitav, kui maatriksi:

[ ]GFGFFGG= -12 ,,,, n
CQ !

astak on n,  kus n = dim[x(k)]



Kriteerium:   rank QC=n

n-võrrandit

u(0),u(1),!,u(n-1)

x(0)              x(n) st. on täielikult juhitav.
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Jälgitavus (definitsioon)
Süsteem (A,C) on täielikult jälgitav parajasti siis, kui algolek x(0) on 
määratav väljundi vaatluste alusel vahemikus 0 £ t £ T.



Jälgitavuse kriteeriumid
1. Pidevaja süsteem (A,C) on täielikult jälgitav, kui maatriksi

[ ]TnTTTTTT CACACACQ 12
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astak on  n, kus n = dim[x(t)].

2. Diskreetaja süsteem (Φ, C) on täielikult jälgitav, kui maatriksi:

[ ]TnTTTTTT CCCCQ 12
0 )(,,)(,, -FFF= !

astak on  n , kus n = dim[x(k)].


