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Susteemide uldised omadused

e Juhitavus e Jalgitavus e Stabiilsus

1. Juhitavus ja jalgitavus iseloomustavad susteemi
struktuuri;

2. Juhtimissusteemi loomiseks peab juhitav susteem
olema taielikult juhitav;

3. Jalgimissusteemi loomiseks peab jalgitav susteem
olema taielikult jalgitav;

4. Stabiilsus iseloomustab susteemi kaitumist;

5. Juhtimis- ja jalgimisstusteemid oma funktsiooni
taitmiseks peavad olema stabiilsed susteemid.



Susteemi stabiilsus (1)

1. Susteemi kaitumist iseloomustavad olekuvektori
koordinaatide muutumine ( olekutrajektoorid) ja valjund-
vektori koordinaatide muutumine;

2. Susteemi kaitumise uurimine seondub reaktsioonide
arvutamisega,

3. Uldjuhul siisteemi reaktsioon koosneb vabaliikumisest
(on maaratud susteemi algolekuga) ja sundliikumisest (on
maaratud sisenditesse antud signaalidega);

4. Praktikas on olulised nii susteemi vabaliikumine kui ka
sundliikumine;



Susteemi stabiilsus (2)

5. Meie stabiilsuse probleemi vaatlemisel lahtume
Ljapunovi stabiilsusteooriast.

6. Aleksandr Ljapunov (1857-1918) oma doktorivaitekirjas
1892.aastal pakkus valja stabiilsuse moiste ja esitas
mittelineaarsete susteemide stabiilsuse uurimise
tulemused (sh 2 meetodit stabiilsuse maaramiseks).

7. Ljapunovi stabiilsuse moiste aluseks on hairituse
pohimote ( perturbatsiooniprintsiip) ja hairitud
liikumistrajektoori omaduste analtus.

8. Soltuvalt rakendusest analuusitakse kas tasakaaluoleku
vOi vabaliikumise stabiilsust.

NB! Tasakaaluolek on nulline vabaliikumine.



Ljapunovi stabiilsus — definitsioonid
Olgu mittelineaarne dunaamiline susteem antud kujul

{xi(t) — fi[xl(t)axz(t)a'"axn(t);t]

i =12,

maatrikskujul
x(t) = fx(0),t],
kus x(t) nxI olekuvektor,
f  nxI mittelineaarne vektorfunktsioon.

x(t) = f|x(¢),t] - mitteautonoomne siisteem

x(t)= flx(t)] - autonoomne siisteem
n — susteemi jark, x(t) — olekutrajektoor



Tasakaaluolekud (equilibrium states) on olekud, mille
puhul koik olekumuutujad rahuldavad tingimusi

1(t)=0.

Tahistame tasakaaluoleku — x,

Olgu x, isoleeritud tasakaaluolek st. tema Umbruses
teisi tasakaaluolekuid ei ole.

Tasakaaluolek x, on stabiilne parajasti siis, kui iga
algoleku x, puhul, mis asub x, umbruses, lahend x [ Xp,t ]
on X, umbruses.



Definitsioon 1

Tasakaaluolek x. on stabiilne, kui iga R>0 jaoks leidub r>0
selline, et [[x(tp)-Xe || <, siis ||X[X(t),t]-Xc || < R kdikide t = t; puhul.

1 — stabiilne
2 — asumptootiliselt stabiilne
3 - mittestabiilne

Definitsiooni 1 voib kirjutada teisiti:

1) X, - stabiilne
VR >0,dr >0,

x[x(t),t]-x | <R

x(t)—x,|<r=Vt=t,

TAL 2) X, - stabiilne
TECH VR>0,3r>0,x(t)eS = Vt=>t, x|xt)t]eS,
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Definitsioon 2
Tasakaaluolek x., on asimptootiliselt stabiilne, kui

1) X on stabiilne

2) Ir>0,x(t,)—x|<r=t—>0, |x[x),t]-x]—0.

Definitsioon 3

Kui tasakaaluoleku stabiilsus (vdi asumptootiline stabiilsus)
kehtib koikide algolekute puhul, siis on tasakaaluolek
globaalselt (ehk suure signaali moéttes) stabiilne (voi
asumptootiliselt stabiilne).



Kommentaarid:

Uldjuhul r(R,t;). Kui r ei séltu ty-st, siis radgitakse Uhtlasest stabiilsusest
vOi Uhtlasest asimptootilisest stabiilsusest.

Mida sisuliselt tahendavad need erinevad tasakaaluoleku stabiilsuse
definitsioonid?

1) Tasakaaluolek x, on stabiilne (definitsioon 1) tahendab, et

mittelineaarse susteemi olekutrajektoor x[x(ty),to;t] on tasakaaluoleku
laheduses voi mitte kaugel sellest.

2) Asumptootiline stabiilsus (definitsioon 2) tahendab seda, et
olekutrajektoor laheneb tasakaaluolekule t— (vdi suundub
tasakaaluolekusse).

3) Uhtlane asiimptootiline stabiilsus tdhendab aga seda, et
olekutrajektoor suundub tasakaaluolekusse 16pliku aja valtel.



Stabiilsuse anallitiis mittelineaarsetes slisteemides-
Ljapunovi meetodid (1)

1. Mittelineaarsetes siisteemides stabiilsus on lahendi
(liikumistrajektoori) omadus.

2. Stabiilsuse anallitsiks mittelineaarsetes stisteemides
tootas Ljapunov valja 2 meetodit:

e Kaudne meetod (ehk lineariseerimise meetod);
e Otsene meetod.

3. Lineariseerimise meetodi puhul mittelineaarse slisteemi
algolekust lahtuva lahendi (liikumistrajektoori) stabiilsust
anallusitakse lineariseeritud stisteemi alusel.



Stabiilsuse analuus mittelineaarsetes
susteemides- Ljapunovi meetodid (2)

4. Lineariseerimise meetod pohineb praktikast tuleneval
seisukohal, et reaalsed susteemid uldjuhul praktikas
tootavad teatud etteantud tooreziimil ja suured
korvalekalded tooreziimist on voimalikud ainult
erijuhtudel (avarii olukordades).

5. Otsese meetodi puhul mittelineaarse stusteemi
algolekust lahtuva lahendi (liikumistrajektoori) stabiilsust
analuusitakse spetsiaalselt selleks moodustatud
funktsiooni ( Ljapunovi funktsiooni) alusel.

6. Ljapunovi otsene on leidnud laialdast kasutamist
mittelineaarsete slsteemide projekteerimisel (sh
adaptiivsusteemide arenduses).



Ljapunovi kaudne (lineariseerimise) meetod
{x(t) = f[x(®),u(®)]
y(t) = glx(®),u(®)]
xX(t) = nxl, u(t) —rel, y(t) —mxl, flx()u@)] ja glx(t).u(®] on

diferentseeruvad x ning u jargi.

x(1) = x"(¢) + ()
u(?) =u"(¢) + ou(t)
§t(t) = fTx(0),u(0)]- " @1 )]

Arendame Taylori ritta

TExOu0]= £ O O} L [ 0,00 00+
+ L . o) +ofl(e) ()



50 =[x . )]0+ L [ 0. 0

J

A1) B(1)
{5x(r) = A(t)Sx(t) + B(t)ou(t)
oy(t) =C(t)ox(t)+ D(t)ou(t)

Kui x = X, on tasakaaluolek ja x, vastab u,, siis
X(t) — O — f['xe’ue]'
Saame
St(t) = ASc+ Bdu
(1) = Cé + Déu



Kokkuvote lineariseerimisest

{xa) = fTx(@).u(0)]
¥(6) = glx(®),u()]
1

{X(t) = A@)x(@)+B(Ou(t)
lineaarne
y(O)=C@)x(0)+Du(?)  mittestatsionaarne

|
{x(t) = Ax(¢) + Bu(?)

y(t)=Cx(t)+ Du(t)

mittelineaarne

lineaarne
statsionaarne

Ljapunovi kaudne (lineariseerimise) meetod seostab
mittelineaarseid ja lineaarseid susteeme.



Teoreem 1

Ljapunovi esimene (lineariseerimise) meetod

1. Lineariseeritud susteem on stabiilne, kui maatriksi A
omavaartused asuvad s tasandil vasakus pooltasandis. Tegeliku
mittelineaarse susteemi tasakaaluolek on asumptootiliselt stabiilne.

2. Lineariseeritud susteem on mittestabiilne, kui vahemalt uks A
omavaartustest asub s tasandil paremas pooltasandis. Tegeliku
mittelineaarse susteemi tasakaaluolek on mittestabiilne.

3. Lineariseeritud siisteem on neutraalselt stabiilne, kui vahemalt
uks A omavaartustest asub s tasandi iw teljel. Tegeliku mittelineaarse
susteemi tasakaaluolek voib olla stabiilne, asimptootiliselt stabiilne voi
mittestabiilne.



Teoreemist 1 tulenevad jareldused lineaarsete
susteemide stabiilsuse kohta

1. Lineaarne diskreetaja sliisteem on stabiilne parajasti siis, kui
olekumudeli maatriksi ® omavaartused asuvad z tasandil
uhikringis ja Uhikringil asuvad omavaartused ei ole kordsed.

2. Lineaarne pidevaja susteem on stabiilne parajasti siis, kui
olekumudeli A maatriksi omavaartused asuvad s tasandil vasakus
pooltasandis ja imaginaarteljel iw asuvad omavaartused ei ole
kordsed.

3. Lineaarsetes susteemides stabiilsus on susteemi omadus.

4. Kui lineaarse susteemi kohta on antud olekumudel ja
ulekandemudel, siis stabiilsuse maaramisel tuleks lahtuda
olekumudeli omavaartustest.

NB1! Ulekandemudel kirjeldab ainult lineaarse sisteemi taielikult
juhitavat ja jalgitavat osa (alamsusteemi).

NB2! Ulekandefunktsioonides ja tlekandemaatriksites tuleks
hoiduda mittestabiilsete pooluste valja taandamisest.



Ljapunovi otsene meetod

Stabiilsuse maaramiseks ei ole vaja leida analUusitava mittelineaarse
susteemi lahendit. Ljapunovi otsene meetod pohineb teatud omadustega
skalaarse funktsiooni v [x(t), ] konstrueerimisel ja anallusil.

Teoreem 2

Mittelineaarse mitteautonoomse susteemi
i(0) = flx().t], x(t,)

tasakaaluolek (x.=0) on uhtlaselt asumptootiliselt stabiilne suure signaali
mébttes parajasti siis, kui eksisteerib skalaarne funktsioon V |x(?),?]

pidevate osatuletistega x ja t suhtes, et v [O,t] = 0 ning on taidetud
tingimused:

(A) v [x(),t] on positiivselt maaratud:

B) VIx(®).t] on ilalt tokestatud:



(C) \'/[x(t),t] on negatiivselt maaratud;
D) Vv [x(),t] >0, kui |x(#) —> oo.

NB! v [x(?),t] - Ljapunovi funktsioon

Markused:

1) Kui v [x(2),¢] on negatiivselt poolmaératud ja taidetud veel
tingimus (A), siis tasakaaluolek on stabiilne;

2) Kui \'/[x(t),t] on negatiivselt poolmaaratud ja taidetud tingimused
(A) ning (B), siis on tasakaaluolek Uhtlaselt stabiilne;

Teoreem 3
Mittelineaarse autonoomse susteemi
x(t) = flx(0)], x(z,)

tasakaaluolek (x,=0) on uhtlaselt asumptootiliselt stabiilne suure signaali
moéttes parajasti siis, kui eksisteerib selline skalaarne funktsioon v [x(t)]
(tahistame lihtsalt v (x) ) pidevate osatuletistega x ja t suhtes, nii et v (0)=0
ning on taidetud jargmised tingimused:




(A) v(x)>0, kuix#0 st on positiivselt maaratud
(B) Vv(x)<0, kuix+0 st on negatiivselt maaratud

(C) v(x)—> o, kuilx|—> oo

Teoreem 4
Lineaarse statsionaarse susteemi
X(¢) = Ax(?)

tasakaaluolek x=0 on asumptootiliselt stabiilne parajasti siis, kui iga
antud simmeetrilise positiivselt maaratud maatriksi Q puhul eksisteerib
summeetriline positiivselt maaratud maatriksi P, mis on vorrandi

AP+PA=-0Q
uheseks lahendiks.




Uhest probleemist seonduvalt Ljapunovi otsese meetodi
kasutamisega:

1. Puudub formaalne algoritm Ljapunovi funktsiooni
moodustamiseks;

2. Teadusartiklitest ei ole teada thtegi praktilist Glesannet,
mille puhul ei ole dnnestunud Ljapunovi funktsiooni
koostada.




Juhitavus, jalgitavus

Juht- » Sisteem
arvuti
JUHITAVUS
2(t) = Ax(t)+ Bu(t)  x(k +1) = ®x(k) + Tu(k)
(4,B) (®,T)

Juhitavus (definitsioon)

Susteem (A,B) on taielikult juhitav parajasti siis, kui on véimalik leida
selline juhttoime u(t), mis viib sisteemi algolekust x(0) suvaliselt valitud
|6ppolekusse x(T) etteantud aja T>0 jooksul.



Juhitavuse kriteeriumid

1. Pidevaja slisteem (A4, B) on taielikult juhitav, kui maatriksi

Q.=|B,AB,A’B,---,A""'B)|

astak on n, kus n = dim[x(t)].

2. Diskreetaja suisteem (@, I") on taielikult juhitav, kui maatriksi:

0, =|[,or,®°r,---,®" T

astak on n, kus n = dim[x(k)]



Kriteerium: rank Qc=n

/

n-vorrandit

/

u(0),u(1),:--,u(n-1)

x(0) —— x(n) st. on taielikult juhitav.

{x(r) = Ax(t)+ Bu(t) {x(k+1) = dx(k) + Tu(k)
y(t) = Cx(2) y(k) = Cx(k)
(4,C) (®,C)

Jalgitavus (definitsioon)

Susteem (4, C) on taielikult jalgitav parajasti siis, kui algolek x(0) on
maaratav valjundi vaatluste alusel vahemikus 0 <t < T.



Jalgitavuse kriteeriumid
1. Pidevaja susteem (4,C) on taielikult jalgitav, kui maatriksi
0,=|C",AC" ,(A")'C",-,(4")"C"|
astak on n, kus n = dim[x(t)].
2. Diskreetaja stisteem (@, C) on taielikult jalgitav, kui maatriksi:
0, =|C",®'C" (@) C,+ (@) C" ]

astak on n, kus n = dim[x(k)].



